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КОМПАКТНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ 
ДЛЯ АППРОКСИМАНТОВ ПАДЕ 

 
Приводятся компактные представления для решения обобщенной 

задачи Паде, известные ранее только для задачи Паде (компактное пред-
ставление Натолла). На их основе получены детерминантные пред-
ставления аппроксимантов [M – 1 / M], [M / M] и [M / M – 1]. 

 
Compact presentations for solution of the generalized Padè problem are 

presented, that have been known only for the Padè problem (so called compact 
Nutall presentation). Using them determinant presentations for the approxi-
mants [M – 1 / M], [M / M] и [M / M – 1] were obtained. 
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Введение 
 
Интерес к классическим методам рациональной аппроксимации 

аналитических функций, и в первую очередь к аппроксимациям Паде 
и их обобщениям, связан с тем, что такие аппроксимации нашли раз-
нообразные применения в вычислительных задачах теоретической фи-
зики и механики (обширная библиография по данному вопросу при-
ведена, например, в [1]). 

Пусть имеется набор n отдельных точек zi на комплексной плоско-
сти, и в окрестности каждой из таких точек задано разложение функ-
ции в ряд Тейлора: 
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Тогда построение аппроксимаций Паде данной функции сводится к 
отысканию рациональных функций [L  M] = PL(z)QM(z), тейлоровские 
разложения которых в окрестностях точек zi совпадают с разложе-
ниями (1). При этом степени числителя и знаменателя этой дроби 

должны удовлетворять условию 
1
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i
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     Данная задача ап-

проксимации называется обобщенной задачей Паде. 
Важными частными случаями этой задачи являются задача Коши — 

Якоби, когда в ряде точек заданы значения аппроксимируемой функ-
ции, и задача Паде, когда в единственной точке задано значение функ-
ции и ее производных. 
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Существуют различные представления рациональных аппрокси-
мантов (см., напр., [1—3]). Одно из них — детерминантное представление, 
дающее решение аппроксимационной задачи в виде отношения двух 
определителей, впервые полученное Якоби [4] в 1846 г. 

Известно (см., напр., [1]), что решение задачи Паде, если оно суще-
ствует, имеет вид 
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где fj считается равным нулю, если j < 0. 
Представление (2) можно записать в компактном виде, которое для 

аппроксимантов Паде вида [M – 1 / M] было впервые получено Нат-
толлом в [5], а в 1970 г. Бейкер в [3] обобщил его на аппроксиманты Па-
де с любым соотношением степеней числителя и знаменателя: 
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где f [L  M] = (fLM1, fLM2, …, fL) — вектор-столбец, а B — (M  M) матрица, 
имеющая следующий вид: 
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Это равенство называют компактной формой Наттолла для аппрокси-
маций Паде. При L < M полиномиальный член в (3) обращается в нуль 
в соответствии c соглашением о том, что fj  0 при j < 0. 

Получим аналог этого представления для обобщенной задачи Паде. 
Представление Наттолла можно рассматривать как его частный случай, 
когда все точки аппроксимации сливаются в одну. На основе нового 
представления получены изящные представления аппроксимантов, 
степени числителя и знаменателя которых отличаются более чем на 
единицу. Аппроксиманты такого вида используются, например, для 
построения верхних и нижних главных представлений решения сте-
пенной проблемы моментов или экстремальных задач (см. [6]). 

 
1. Компактное представление для обобщенной задачи Паде 

 
Введем обозначения для разделенных разностей f [z0, …, zi]: 
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определяемых, как обычно, последовательно согласно формулам: 
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Приведем решение задачи Коши — Якоби в удобном для нас виде, 
отличающемся лишь по форме от приведенного в [1]: 
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Здесь 
,k L

N  — интерполяционные полиномы Ньютона, принимаю-

щие в точках zj (j  k, …, L) значения fj: 
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Условимся считать также, что 
,

0
i j

N   при i � j. 

Получим компактное представление для аппроксимантов задачи 
Коши — Якоби. Для этого в числителе и знаменателе (5) вычтем вторую 
строку, умноженную на (z – zM–1) из первой, затем вычтем третью стро-
ку, умноженную на (z – zM–2) из второй и так далее до последней, при 
этом интерполяционный полином Ньютона (6) удобно записать в сле-
дующем виде: 
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В результате указанных преобразований в последнем столбце числите-
ля (5) возникнут выражения вида 
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Преобразуем числитель, добавив последовательно к его последней 
строке первую строку, деленную на l0(z), затем вторую строку, делен-
ную на l1(z), и так далее все остальные (вплоть до предпоследней, де-
ленной на lM–1(z)). 
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Выпишем выражение, которое возникает в k-м столбце последней 
строки: 
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Тогда выражение (7) примет вид 

 
1 ,

( ) [ / ] ( )
det

[ / ]/ ( )
[ / ] ,

det ( )

T
L

M M L

z L M l z
L M l z N

L M
z



 
  
 

B ω
ω

B


  (9) 
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Разлагая числитель по последней строке, затем каждый из полученных 
определителей по последнему столбцу и используя выражение обрат-
ной матрицы 1( )zB  через алгебраические дополнения к элементам 

( )zB , получим: 
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При M > L, в соответствии с нашими соглашениями, полином Ньютона 

обращается в нуль, а ( ) 1
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Формула (10) остается справедливой и для задач с совпадающими 
узлами. В этом случае интерполяционный полином Ньютона следует 
заменить интерполяционным полиномом Эрмита, а разделенные раз-
ности понимаются согласно формуле Эрмита 
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где Γ — это контур, который содержит точки z0, z1, …, zk внутри себя. 
Например, для совпадающих точек z0  z1  …  zk получается 
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Полученное компактное представление аппроксимантов Паде пе-
реходит в компактную форму Натолла (3), если все точки zk сливаются 
в одну. При этом значения разделенных разностей переходят в значе-
ния соответствующих коэффициентов разложения функции в степен-
ной ряд, а интерполяционные полиномы Ньютона и Эрмита — в от-
резки ряда Тейлора. 
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2. Детерминантные представления для некоторых аппроксимантов 

 
Формуле (10) для ряда частных, но важных случаев, когда степень 

числителя аппроксиманта равна степени знаменателя или отличается 
от нее на единицу, можно придать более элегантный вид. Представле-
ние вида [M / M – 1], полученное авторами способом, не использую-
щим компактное представление, применялось в [7] и [8] для построе-
ния предобуславливателя, который использовался для эффективного 
решения больших систем линейных уравнений. 

Заметим, что из формулы Эрмита (11) следует, что для функций 
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Из этого представления видны следующие свойства функций 
)(, zT

ji
, которые, впрочем, можно легко проверить непосредственно. 
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Здесь и далее через 
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Тогда вектор имеет вид 
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Справедливость последнего утверждения хорошо видна из сле-
дующего представления (l + 1)-й компоненты вектора (2)T : 

 1, 1, 1, , 1,

1, ,

p p k l j k l

k l j
j p

T T
T

z z
   







, 

которое мы получим, воспользовавшись свойством симметричности 
функций 

,
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i j
T z . 
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Воспользуемся указанными свойствами и преобразуем числитель и 
знаменатель (9) аппроксиманта вида [M — 1/M]. В этом случае числи-
тель (9) имеет вид 
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Используя свойство 4, рассматривая в качестве векторов (1)T  и (2)T  
соответственно M-й и (M – 1)-й столбцы, умножим M-е столбцы числи-
теля и знаменателя на z – z2M–2 и сложим (M – 1)-й столбец с M-м. Тем 
самым мы исключим из M-го столбца индекс (2M – 2). Тогда M-й стол-
бец числителя примет вид 
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Затем, при помощи (M – 2)-го столбца исключим индекс z2M–3 из M-го и 
(M – 1)-го столбцов, и так далее. 

Тогда через M – 1 таких шагов получим для числителя (9): 
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    




 

Знаменатель (9), как и раньше, будет отличаться от числителя тем, 
что в нем будут отсутствовать последний столбец и последняя строка. 

Проводя аналогичные преобразования со строками, исключим ин-
дексы 1, …, M – 1. Тогда через M – 1 таких шагов получим: 

 1[ 1 / ] [ / ] ( ) [0 / ],TM M M M z M  f B f  

где элементы матрицы 1
, , 0( ) { }M

i M j i jz T 
 B  имеют вид 

 , ,( ) ( ),i j i i j jT z f f z z     (12) 

а вектор 1 1[ / ] ( , , , ).i i i ni n f f f  f   
Особенно элегантно полученная формула выглядит в случае, когда 

в M точках xk заданы значения функции f0, f1, …, fM–1 и ее производной 

0 1 1, , , Mf f f    : 

 1[ 1 / ] [0 / ] ( ) [0 / ],TM M M z M  f B f  

где элементы матрицы 1
, , 0( ) { }M

i j i jz T 
B  имеют вид (12) при i  j и 

, ( )i i i i iT f f x x   . 
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Получим теперь формулу для аппроксиманта [M / M – 1]. Для этого 
достаточно построить рациональную функцию [M — 1 / M], прини-
мающую в точках z0, z1, …, z2M–1 значения 1/f0, 1/f1, …, 1/f2M–1. Тогда об-
ратная к ней функция [M / M – 1] в тех же точках будет принимать 
значения f0, f1, …, f2M–1. После элементарных алгебраических преобразо-
ваний искомый аппроксимант примет вид 

   11[ / 1] ( ) ,TM M z
  1 B 1  

где 

 1
, , 0{ ( )} ,M

i i M j i i jf f z z 
   B  (1, 1, , 1).1   

Получим также формулу для интерполянта вида [M / M]. Для этого 
проведем над (5) преобразования, аналогичные тем, которые мы при-
меняли для построения аппроксиманта [M – 1, M]. Тогда (5) примет вид 

 

1

2

( ) [ / ]
det

[ / ]( )
[ / ] ,

det ( )

T

M M

z M M
M M z z f

M M
z

 
    

B F
F

B



  

где 

 1
, , 1 , 0( ) { } ,M

i M M j i jz T 
  B  

 1 0, 1, 1,[ / ] ( , , , ),M M M MM M f f f F   

 2 , 1 , 2 ,2[ / ] ( , , , ).M M M M M MM M f f f F   

Перепишем полученное выражение, дописав к каждому из опреде-
лителей столбец и строку, не меняющие их значения: 

 

1

1

( ) [ / ] 0
det [ / ]( ) 0

[ 1 / ] 0 1
[ / ]

( )
det

1

T

T
M M

z M M
M M z z f

M M
M M

z

 
 

 
  

 
  
 

B F
F

f

B 0
T



 , 

 , 1 , 2 ,2( , , , ).M M M M M MT T T T   

И в числителе, и в знаменателе вычтем последнюю строку из пред-
последней. Затем, начиная с предпоследней строки, применяя преоб-
разования для исключения индекса, избавимся от второго индекса M у 
элементов Ti, M+j и fk, M: 

 

1

1

( ) [0/ ]
det 1 ( ) [0/ 1]

det
[ 1/ ] 0 1 [ 1/ ] 0

[ / ] ,
( ) det ( )

det
1

M

z M
f z M

M M M M
M M

z z

 
            

 
 
 

B f 1
T B f

f f
B 1 B
T

  (13) 



 А. А. Буздин, Е. А. Васильева  

 

80 80

где 

 1 , 1 , 2 ,2 0
, , , , 1 .

M

k M k M k M k
T T T  

B   

Из выражения (13) можно получить другое представление для ап-
проксиманта [M / M], применив уже использованный прием, как для 
построения аппроксиманта [M / M – 1] из [M – 1 / M]: 

 
det ( )

[ / ]
( )

det
0

T

z
M M

z
 

 
  
 

B

B 1
1


 , 

где , 1 ,2 0
( ), , ( ), } .

M

k k M k k k M k k k
f f z z f f z z f 

    B   
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